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Резюме: Диференциалните уравнения с импулси в случайни моменти описват 

сложни реални системи, еволюиращи по непрекъснат начин и подложени на 

внезапни резки външни въздействия в случайни моменти. Резките внезапни 

въздействия върху различни области, каквито са въздействията на 

епидемията от COVID-19 върху  икономиката и обществото биха могли да 

бъдат описани с такива уравнения. Основен въпрос в такива ситуации е 

доколко такава система остава устойчива. В предишни работи са изследвани 

проблемите за устойчивост на моделите на такива системи, описвани чрез 

диференциалнби уравнения с импулси в случайни моменти, имащи  

експоненциално или  гама  разпределение. В тази работа показваме как 

изследването на подобна система, в която случайните импулси имат много по-

общо разпределение, известно като разпределение на Стейси, може да бъде 

сведено до предишното изследване за гама разпределени импулси.  

Ключови думи: импулсни диференциални уравнения, случайни моменти на 

импулси, разпределение на Стейси 
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Abstract: Differential equations with impulses at random moments describe complex 

real systems, evolving in a continuous way and subjected to sudden sharp external 

influences at random moments. The abrupt sudden effects on various areas, such as 

the effects of the COVID19 epidemic on the economy and society, could be described 
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by such equations. A key question in such situations is the extent to which such a 

system remains sustainable. In previous works we have studied the problems of 

stability of the models of such systems, described by differential equations with 

impulses at random moments, having exponential or gamma distribution. In this work 

we show how the study of such a system, in which random impulses have a more 

general distribution, known as  Stacey distribution, can be reduced to the previous 

study of differential equations with gamma distributed impulses. 

Some basic properties of the Stacy distribution have been found and proven, which is 

a generalized Gamma  distribution in which two of the parameters can also take 

negative values. The common properties found are specified in 2 theorems. It is shown 

by changing the variables how the problem of stability of differential equations with 

random impulses with a distribution of Stacy can be reduced to a similar problem of 

differential equations with random impulses with a gamma distribution already solved 

in previous works.  

Key words: impulsive differential equations, random moments of impulses, Stacy 

distribution. 

 

1. Цели на изследването.  

 Изследването на свойствата на това 

не особено известно като име разпределение 

(много по-известен е негов частен случай, 

използван под името  обобщено гама 

разпределение) бе инициирано от няколко 

предишни съвместни работи на авторите  

(виж [2]-[7]), в които бяха използвани някои 

специфични свойства на експоненциалното 

разпеделение, разпределението на Ерланг и 

гама-разпределението.  

В процеса на работа в тези предишни 

изследвания естествено възникна въпросът 

за обобщаване на разпределенията на 

случайните моменти на импулс, 

разглеждани там, така че те  да обхващат 

като частни случаи случайните моменти с 

експоненциално разпределение, 

разпределението на Ерланг като сума на 

експоненциални разпределения и гама 

разпределение като обобщение на 

разпределението на Ерланг и при това 

основните твърдения и изводи в работите да 

останат в сила.  

 При първоначалните опити за 

обобщаване на ситуацията  със случайни 

моменти с произволни разпределения стана 

ясно че се появяват редица специфични 

особености, които възпрепятстват 

коректното пренасяне на разсъжденията в 

абстрактен общ случай. Оказа се че в обща 

ситуация фактически могат да се построят 

контрапримери като конструкции за 

практически всевъзможни ситуации. Ако 

пък се наложат допълнителни условия, 

елиминиращи тези ситуации, условията, при 

които твърденията евентуално остават в 

сила, стават изключително тромави и 

неестествени. 

 Естествено възникна въпросът: 

възможно ли е  коректно да се обобщят 

разпределенията на случайните моменти на 

импулсите, разглеждани в предишните 

работи, като от една страна  се запази по 

същество схемата на разсъждения и 

доказателства, използвана досега и 

съответно тези обобщени разпределения да 

включват като частни случаи разгледаните 

досега случаи на експоненциално 

разпределение, разпределението на Ерланг и 

гама-разпределението, а също така да 

включват и нови разпределения, които да 

бъдат важни  от теоретична и/или 

практическа гледна точка.  

 Оказа се че има подходящо 

обобщение на гама-разпределението, което 

позволява да бъдат повторени схемите от 

предишните изследвания и  в същото време 

то да е достатъчно смислено и важно от 

практическа гледна точка. Това е т. нар. 

Разпределение на Стейси, понякога 

неправилно наричано обобщено гама 

разпределение. Всъщност обобщеното гама 



 

 

разпределение е частен случай на 

разпределението на Стейси. Това 

разпределение  бе намерено и изследвано 

след проучване на специализирана 

литература (виж [8]-[38]).  

2. Основни свойства на 

разпределението на Стейси. 

 В тази част разглеждаме 

дефиницията, основните свойства и някои 

допълнителни свойства на разпределението 

на Стейси.   

 Дефиниция. Казваме че случайната 

величина Х има  разпределение на Стейси с 

параметри a, b, c, (a.c>0, b>0), и ще го 

означаваме съкратено X ~ Stacy (a,b,c),  

(a.c>0, b>0), ако Х е положителна и има 

плътност на разпределение (за х>0) 

fX(x) = 𝑀. 𝑥𝑎−1. 𝑒−𝑏.𝑥𝑐
. 

Това разпределение е въведено за 

пръв път от Стейси в работа [1] от 1961 г. 

Свойство 1. При отрицателни a<0, 

c<0 понякога това разпределение се нарича 

обобщено обратно гама разпределение, и се 

означава с X ~ GIG(a,b,c),  a при a>0, c>0 се 

нарича обобщено гама разпределение, и се 

означава  с X ~ GG(a,b,c). 

Свойство 2. При отрицателни a<0, 

c<0, не съществуват моменти E(Xk) при к+а-

1>0, тъй като интегралът с който те се 

пресмятат става разходящ: 

𝑥𝑎+𝑘−1 става растяща към 

безкрайност, а 𝑒−𝑏.𝑥𝑐
>𝑒−𝑏 при х>1.  

При положителни a>0, c>0 всички 

моменти на разпределението съществуват.  

Свойство 3. При полагане y=b.xc по 

същество различните свойства и изводи се 

свеждат до аналогични такива за  гама 

разпределение на случайна величина със 

съответни уговорки и проверки.  

За Разпределението на Стейси са в 

сила и  следните 2 Теореми, в които са 

дадени нетривиални негови свойства.  

 Теорема 1. Нека X ~ Stacy (a,b,c), 

r≠0. Тогава Xr ~ Stacy (
𝑎

𝑟
, 𝑏,

𝑐

𝑟
).  

 Доказателство. Нека У= Xr. Тогава  

Нека У= Xr. Then 

1) r>0 FY(x) = P(Y<x)=P(X<𝑥
1

𝑟)=FX(𝑥
1

𝑟).  

Следователно 

fY(x)=F’Y(x)=F’X(𝑥
1

𝑟)=fX(𝑥
1

𝑟).( 𝑥
1

𝑟)’= 

1

𝑟
.𝑥

1

𝑟
−1

.M.𝑥
1

𝑟
.(𝑎−1)

. 𝑒
−𝑏.(𝑥

1
𝑟)

𝑐

=  

=
𝑀

𝑟
.𝑥

𝑎

𝑟
−1

. 𝑒−𝑏.𝑥
𝑐
𝑟.  

2) r<0 FY(x) = 

P(Y<x)=P(X>𝑥
1

𝑟)=1-FX(𝑥
1

𝑟). Следователно 

fY(x)=-F’Y(x)=-F’X(𝑥
1

𝑟)=-fX(𝑥
1

𝑟).( 𝑥
1

𝑟)’=- 

1

𝑟
.𝑥

1

𝑟
−1

.M.𝑥
1

𝑟
.(𝑎−1)

. 𝑒
−𝑏.(𝑥

1
𝑟)

𝑐

=  

=-
𝑀

𝑟
.𝑥

𝑎

𝑟
−1

. 𝑒−𝑏.𝑥
𝑐
𝑟.  

 Тази теорема  показва, че произволна 

ненулева степен на разпределение на Стейси 

е разпределение на Стейси със съответните 

параметри, зададени в условието на 

теоремата. Това свойство е в основата на 

появата на това разпределение в много 

приложения във физиката, медицината  и 

други естествени науки (виж например [8]- 

[38]).  

 Теорема 2. Нека {Xi}, i=1,2,…,n е 

редица от независими случайни величини и 

Xi ~ Stacy (ai,b,c). Тогава за случайната 

величина Y=(𝑋1
𝑐 + 𝑋2

𝑐 + ⋯ . +𝑋𝑛
𝑐)

1

𝑐 имаме Y 

~ Stacy (a1+a2+…+an,b,c). 

 Доказателство. От Теорема 1 имаме 

𝑋𝑖
𝑐~ Stacy (

𝑎

𝑐
, 𝑏, 1). Но Stacy (a,b,1) ~ Г(a,b) – 

това е  стандартното гама разпределение с 

параметри (a, b). Но за него  е добре известно 

(доказва се с помощта на характеристични 

функции например) свойството, че ако X ~ 

Г(a1,b), Y~Г(a2,b),тогава X+Y~Г(a1+a2,b). 

Следователно  𝑋1
𝑐 + 𝑋2

𝑐 + ⋯ . +𝑋𝑛
𝑐 ~ 

Г((a1+a2+…+an)/c,b) ~ Stacy 

((a1+a2+…+an)/c,b,1). Отново прилагаме 



 

 

Теорема 1 само че за степен r=
1

𝑐
 и 

получаваме твърдението в теоремата.  

Теорема 1 и Теорема 2 всъщност 

показват защо разпределението на Стейси е  

важно за редица приложения на практика и 

защо негови частни случаи се получават в 

различни приложения в реални ситуации:  

при преобразувания от съответните видове – 

повдигане на произволна степен и сума от 

степени от специален тип – получаваме 

отново разпределение от същия общ вид, т.е. 

общият вид на разпределението се запазва.   

3. Импулсни диференциални 

уравнения със случайни  моменти на 

импулсите, имащи разпределение на 

Стейси.  

Нека имаме система от импулсни 

диференциални уравнения  (виж [3]):  

x’ =f(t,x(t)) , t∈(Tk, Tk+1], k=0,1,2,…,  

x(Tk+0)=Ik(x(Tk-0)), k=1,2,… 

x(T0)=x0,  

където x, x0 ∈  ℝn, f:[0,∞) x ℝn → ℝn, 

Ik: ℝn → ℝn. 

Решението на горното уравнение 

зависи не само от началното условие (Т0,х0), 

но и от моментите на импулси Тк, к=1,2,3,... 

и тое ще го записваме като x(t;T0,x0,{Tk}}. 

Предполагаме, че x(t,T0,x0,{Tk}} = 

lim
𝑡→𝑇𝑘−0

𝑥(𝑡; 𝑇0, 𝑥0, {𝑇𝑘}) за всяко к=1,2,... 

В предишни статии (виж 3-7) 

подробно са изследвани решенията на 

горното уравнение в случаите, когато 

моментите на скок {Tk} са реализации на 

случайна величина с разпределение на 

Ерланг или Гама разпределение.  

Оказва се, че получените там 

резултати могат да се преформулират след 

прости преобразувания за много по-обща 

ситуация, когато моментите на скок {Tk} са 

реализации на случайна величина с 

разпределение на Стейси.  

Идеята е да се замени в 

диференциалните уравнения променливата 

t с нова променлива  u=tc като по този 

начин разпределението на Стейси за 

импулсите се свежда до гама 

разпределение (за което вече имаме готови 

резултати в предишните статии).  

При смяна на променливата за време  

u=tc, t=u1/c , x(t)=x(u1/c)=y(u) ще получим 

следните нови зависимости: 

x’(t)=
𝑑𝑥(𝑡)

𝑑𝑡
=

𝑑𝑥(𝑢1/𝑐)

𝑑𝑢1/𝑐 =
𝑑𝑦(𝑢)

𝑑𝑢
.c.𝑢1−1/𝑐=f(t

, x(t))=f(u1/c
, x(u1/c)) → 

𝑑𝑦(𝑢)

𝑑𝑢
=

1

𝑐
. 𝑢−1+1/𝑐.f(u1/c,y(u))=g(u, 

y(u))

  

т.е.  получаваме нова система от 

диференциални  уравнения  

y’(u)=g(u, y(u))  

(положили сме     
1

𝑐
. 𝑢−1+1/𝑐.f(u1/c,y(u))=g(u, y(u))) 

Така по отношение на новата 

променлива „време“ u=tc случайните 

моменти на импулсите ще имат съгласно 

Теорема 1  разпределение Stacy (ak/c,b,1) ~ 

Г(ak/c,b).  

 Тогава за новата задача  

y’(u)=g(u, y(u)) 

получаваме, че са в сила  резултатите от 

предишните статии [3] и [6] когато са 

изпълнени съответните условия по 

отношение на „новата функция“  

g(u, y(u)) =
1

𝑐
. 𝑢−1+1/𝑐.f(u1/c,y(u)) и 

новата променлива „време“ u= tc.  

Разбира се при проверката за общите 

условия може да се окаже, че има 

особености. Например ясно е че ако с<0 и 

съответните ак също са отрицателни и тогава 

ходът на новото „време“ u е в обратна посока 

по отношение на t.  Тези особености обаче не 

са съществени и ;есно се съобразява какво 

става в подобни случаи. 

Същественият резултат е, че 

сведохме случая на задачата с разпределение 



 

 

на Стейси до случая  на аналогична задача с 

Гама разпределение, който вече е решен.  

4. Таблица с частни случаи. 

В потвърждение на горните изводи 

за важността на разпределението на Стейси 

даваме таблица на редица известни 

разпределения, които всъщност се явяват 

частни случаи на разпределението на 

Стейси.  

Тези разпределения  имат имена, 

като в таблицата са запазени  англоезичните 

имена, всички означени параметри на 

специалните разпределения приемат  

положителни стойности, знакът е 

допълнително означен, и всяко от тях има 

редица практически приложения, които са 

описани подробно в специализираната 

литература и няма да бъдат обсъждани тук.   

Таблица 1. Частни случаи на 

разпределението на Стейси 

име параметр

и 

а= b= c

= 
Chi 

distribution  
k k ½ 2 

 Scaled chi k, t2 k k.t2/

2 

2 

 Inverse chi

  

k -k ½ -2 

Scaled 

inverse chi 

k, t2 -k k.t2/

2 

-2 

Chi squared 

  

k k/

2 

½ 1 

Scaled chi-

squared 

k, t2 k/

2 

k.t2/

2 

1 

Inverse chi-

squared 

k -

k/

2 

½ -1 

Scaled 

inverse chi-

sq 

k, t2 -

k/

2 

k.t2/

2 

-1 

Exponentia

l  

λ 1 λ 1 

Inverse 

exponential 

λ -1 λ -1 

Frechet α - α 1 - 

α 

General. 

Frechet 

n,α - 

nα 

n - 

α 

Gamma α,β α β 1 

Erlang k, λ k λ 1 

Inverse 

gamma 

α,β - α β -1 

Fisher-

Tippett 

c,β β c β 

Generalize

d F.-T. 

n, c,β n.β n.c β 

Generalize

d gamma 

a,d,p d a-p p 

Half-

normal 

σ2 1 1

2𝜎2
 

2 

Levy c -½ c/2 -1 

Maxwell σ 3 1

2𝜎2
 

2 

Nakagami

  

m,Ω 2

m 

m/Ω 2 

Pearson 

type V 

α,β - α β -1 

Pseudo-

Weibull 

β, θ β 

+1 

 θ-β β 

Rayleigh σ 2 1

2𝜎2
 

2 

Inversed 

Rayleigh 

σ -2 1

2𝜎2
 

-2 

Standard 

gamma 

α α 1 1 

Weibull k, λ k λ-k k 

Generalize

d W. 

n, ,k, λ n.k n.λ-k k 

Wilson-

Hilferty 

α,β 3.

α 

β 3 

 

Изброените в таблицата частни случаи 

покриват огромна част от ситуациите, 

които възникват на практика.   Тъй като 

представляват частни случаи на 

разпределението на Стейси, всички 

общи твърдения (от типа на Теореми 1 и 

2 например) за това разпределение ще 

могат да се използват (със съответни 

уговорки и уточнения където е 

необходимо) за тези частни случаи.  



 

 

 Заключение. Свойствата на 

разпределението на Стейси позволяват 

след прилагане на техники, подобни на 

тези в доказателствата Теорема 1 и 

Теорема 2 резултатите от предините 

работи [2]-[7] да бъдат обобщени за 

случай на случайни величини с 

разпределение на Стейси. Изброените в 

таблицата частни случаи пък показват 

важността на тези евентуални 

обобщения за голям брой практически 

приложения.  
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